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The Weyl-Wigner transformation enables us to construct a representation of quantum motion 
equations using functions in phase space. The states of the system are determined by the quasi- 
probability distribution in phase space and the motion is described by an orthogonal integral 
operator. This formalism is employed in the study of the classical meaning of the discrete sym­
metry groups, in the problem of defining the current probability and in the proving of the expres­
sion of cross section from the S-matrix.

1. Introduction

Dejä du temps de mes etudes, le professeur K. 
Bleuler 1 etait preoccupe par les relations deroutan- 
tes entre les formalismes classique et quantique de 
la mecanique. Un moyen d'etude de ces relations se 
trouve dans 1'isomorphisme de Weyl 2 et Wigner 3. 
Cet isomorphisme conduit ä la formulation de la 
mecanique quantique ä l'aide de fonctions sur l'es­
pace de phase. Ces fonctions sont les images des 
Operateurs de la mecanique quantique. L image de 
la matrice densite donne lieu ä la notion de quasi- 
probabilite. Baker 4 a construit definitivement l'algo- 
rithme permettant de formuler directement les prob- 
lemes quantiques sur l'espace de phase.

Si ce formalisme a ete applique ä l'etude d'ap- 
proximations classiques, la complexite de l'image du 
commutateur 5 a nui ä son succes. Le but de ce tra­
vail est de montrer que la notion de quasi-probabi- 
lite est feconde chaque fois que les details du de- 
roulement spatio-temporel d un phenomene jouent 
un role. C'est le cas des notions de section efficace 
et de courant de probabilite, exemples traites ici en 
detail. En passant, je discute Interpretation clas­
sique des nombres quantiques correspondants aux 
inversions de l'espace.

2. Espace de phase

J'utiliserai des notations apparentees ä celles 
qu'utilise le professeur Bleuler1 et son groupe de
physique mathematique a Bonn. A chaque coordon-
nee qk correspond une variable conjuguee pk . Je

grouperai p et q sous forme de coordonnee de phase. 
Elle peut etre condensee en notation matricielle.

x = (x^) =

PnJ

3 = (3„) =

r a
opn 

3
13 q1

(2.1)

Ou n est le nombre de degres de liberte du systeme.
La forme antisymetrique fondamentale sera de-

finie de la facon suivante: 
~ n
x A x = -  x A x = 2  qk p// -  pk q k. (2.2) 

k = 1

Oü le symbole ~ note l'operation de transposition et

^ ( - l  I ) -  (2.3)

Nous avons alors

A" = —A = A~1, A2= - l .  (2.4)

L'equation du mouvement s'ecrit

x = A 3h(x). (2.5)

Oü li(x) est la fonction de Hamilton. Le crochet de 
Poisson s'ecrit

{a' 6>P = , 1  ( t l  -  3pi dq") = (3o) ~ 36 •
(2.6)

Nous rencontrerons Texpression suivante pour la- 
quelle il est bon d'avoir une notation:

2 (xA z + y A x + z"Ay): = {x, y,z). (2.7)
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(x, y, 2) est done un nombre dependant de 3 points 
de l'espace de phase. Ce nombre reste evidemment 
invariant pour les transformations lineaires inhomo­
genes simplecityques sur la forme A.
(:x,y,z) = (y ,z ,x ) = -  {x, z ,y ) = 2 (y -  z) ~A{x -  z) 
{x + a, y + a, z + a) = (x, y, z), (2.8)

(x,y, 0) = 2 y A x .

3. Espace de Hilbert

Nous noterons les Operateurs par des majuscules, 
les valeurs propres par des minuscules et les etats 
propres par des «kets» de Dirac. Ainsi, par exemple:

Q = ! \q ) q ( q \* q ,  P = f \ P) P(P \dp. (3.1)
Les Operateurs P et Q satisfont les relations de com­
mutations de Heisenberg et nous choisissons la re­
presentation habituelle de Schroedinger pour la- 
quelle

< 9 | f - 7 g - < ® l  (3-2)

et les etats impropres de Dirac sont normes 
< p |p ')= < 5(p -p ') , ( q \ q ') = ö ( q - q ) .  (3.3)

II reste une phase ä fixer que nous choisissons de 
fagon habituelle

(1/2 7i h) exV{ipq/h} = (q \p ) . (3.4)

La generalisation pour n degres de liberte est 
bien entendu traditionelle. Elle se fait par produit 
tensoriel des espaces pour un seul degre de liberte.

Les grandeurs physiques sont obtenues par prises 
de moyennes avec l'operateur densite IF. Ainsi

(A )= T r(A W ). (3.5)

L'evolution temporelle est determinee par une 
transformation unitaire Ut satisfaisant l'equation 
de Schroedinger

dUt/dt = ( —i/h) H Ut , U0 = 1 . (3.6)

La valeur moyenne d'une observable depend alors 
du temps

(A)t = Tr(AW t)= T r(A U t W0 Ut+)
= Tr (At W0). (3.7)

Oü
Wt = Ut W0Ut+, At = Ut+AUt . (3.8)

La premiere relation correspond ä la description de 
Schroedinger. La seconde ä celle de Heisenberg. La

derivee temporelle s'obtient ä l'aide de (3.6) 

Wt = ( l / ih ) [H ,W t], At = (1/ih) [At ,H ]. (3.9)

L'ensemble des Operateurs que nous considererons 
se limite ä ceux dont les elements de matrice pris 
entre etats impropres J q) sont des distributions
temperees

{ q \A \q ')e S '.  (3.10)

4. Isomorphisme de Weyl et Wigner

Cet isomorphisme repose sur l'existence d'un en­
semble d'operateurs appeles ici JJ (x) ayant une 
foule de proprietes remarquables. II convient tout 
d'abord de les expliciter.

4.1. Definitions et proprietes de U (x)

Considerons un systeme ä un seul degre de liberte 
et definissons
U (x):=  (1/2 n h ) fd q 'd p ' (4.1.1)

e x p { { i/h ) '[ (P -p )  q — (Q — q) p']} 
= (1/2 ? ih )f  dx' exp {(i/h) (X -x )~ A x '}  .

Oü X est l'application de la notation condensee 
(2.1) aux Operateurs Q et P. Cet operation a ete 

consideree tout d'abord par Weyl 2. En notation de 
Dirac, cet Operateur peut etre ecrit sous les formes 
suivantes
U(x) = / du\q + u/2) exp{i p u/h} (q — u/2 \ (4.1.2) 

= / dv | p + v/2) exp{ —iv q/h} (p — v/2 | .

On verifie * l'egalite des elements de matrice de 
ces 3 formes differentes pris entre (qx \ et [(fe)- 
Pour n degres de liberte, il suffit de prendre le pro­
duit tensoriel des espaces de Hilbert correspondants
U (x )= U (q \Pl) ®U(q*~,p2) ® U (qn, pn) .

(4.1.3)
On verifie les proprietes suivantes:

U (x)=U +(x), (a)
Tr U (x) = 1, (b)

I h r

d " p U (x )= \q )(q \, (d) (4.1.4) 

d x U ( x ) = l .  (e)

(2 71 
1

(2 7ih)n 
1

(2 7ih)n

* II est utile de rappeler ici l'identite
eA + B — eA eB e-l[A,B]

qui est valable si [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0.



De plus
U2(x) = 22nl ,  (a)

Tr (U (x) U (x '))=  (2 jih )n d ( x - x ) ,  (b) 

Tr(U(x) U(x) U (x")) = 22n exp{ — (i/h) (x, x , x ")}
(c)

Tr {U (x j U (x2) U (x3) U(x4)) = 22w(2 (d)

• h-n (xt -  x2 + x3 -  x4) exp{ -  (i/h) (x4, x2, x3) }
(4.1.5)

oü la notation (x, y, z) a ete definie au paragraphe 2. 
Les Operateurs U (x) sont done hermitiens, bornes et 
lineairement independants. On voit que l'element de 
volume approprie ä l'espace de phase est

dr = dnp dnq/{2^th)n . (4.1.6)

C'est lelement de volume propre ä la theorie cine- 
tique des gaz.

4.2. Isomorphisme entre Operateurs sur Vespace 
de Hilbert et fonctions sur l'espace de phase

Appelons cp l'application faisant correspondre la 
fonction Tr [A U (x)] ä tout Operateur A

A v-> a oü a{x) = Tr{AU{x)) . (4.2.1)

Cette application lineaire a ete considere par 
Wigner 3. Elle associe une fonction reelle aux Opera­
teurs hermitiens. Les observables de base P/, et Q'1 
ont les fonctions pk , q]; pour image, ce qu'un calcul 
ä partir de (4.1.2) montre immediatement.

1 ^ 1 ,  Pk^ p k, Q ,A  qk . (4.2.2)

Cette application convient done ä la definition d'une 
image classique des observables quantiques. Le 
noyau de l'application se resume ä un ensemble 
d'operateurs pathologiques pour lesquels la trans- 
formee de Fourier de leurs elements de matrices 
est identiquement nulle, c'est-ä-dire dont les elements 
de matrice sont nuls au sens des distributions. Rela- 
tivement ä l'espace (3.10) le noyau de l'application 
9o est nul.

On peut done chercher l'application inverse. Con- 
siderons Tapplication 92-1

a ^ A = f U ( x )  a(x) dr. (4.2.3) 

Cette application est inverse ä droite de <p. En effet
<Po V'1

a{x )^ T r[U (x ) f  U(x) a{x) dr] =a{x)

c'est une consequence de (4.1.5b). q>~x 0 cp projette 
sur l'espace d'operateurs (3.10) que nous conside- 
rons.

L operation cp~x faisant correspondre un Opera­
teur ä une fonction sur l'espace de phase peut-etre 
consideree comme une quantification 2.

Grace ä l'operateur U (x) nous avons pu etablir 
une correspondance bi-univoque entre Operateurs de 
la mecanique quantique et fonctions sur l'espace de 
phase. Cette correspondance est lineaire. Elle pre­
serve done les structures d'espace vectoriel des deux 
espaces fonctionnels. De plus, par (4.1.4b)

Tr A = f  a(x) dr . (4.2.4)

Nous avons intentionnellement omis de discuter 
l'unicite des correspondances de ce genre. Pour les 
buts que nous nous sommes fixes, il suffit d'en choi- 
sir une et de s'y tenir. On sait que d'autres isomor- 
phismes sont possibles mais celui de Weyl et Wigner 
est le plus simple. Cette simplicite se remarque le 
mieux sur les transformees de Fourier des obser­
vables classiques. Posons en effet
a(q p) = f  du du a(u, v) exp{i(u q + v p) } . (4.2.5)

La relation (4.2.3) et la definition (4.1.1) nous 
donnent

A = /  dudva{u, v) exp{i(u Q + v P)} . (4.2.6)

D'autres correspondances ont ete utilisees. On en 
trouve une discussion approfondie dans Tartiele de 
Mehta 6.

4.3. Image du produit d 'Operateurs

Le produit de fonctions sur l'espace de phase ne 
pourra jamais correspondre au produit d'operateurs 
puisque ce dernier n'est pas commutatif. 11 est facile 
de definir un nouveau produit de fonctions corre- 
spondant au produit d'operateurs:

aob :=  (p[((p-1a) ((p-H )] . (4.3.1) 

Le calcul explicite livre: 
[a 0 b] (x)

= T r[/d rd ?a (x )  b(x) (U(x) U(x) t/(x))] 
= 22n f  d rd la (x  + y) b (x + y) (4.3.2)

"exp{ ( + 2 i/h) y~ A y ) .

Si Tun des facteurs au moins est un polynome, 
alors, le calcul se simplifie e t4

[a ob] (x) =a(x) exp{(ih /2 )dß Auvd,}b(x).
(4.3.3)



Le crochet de Moyal 5 s'obtient simplement en rem- 
plagant l'exponentielle par le sinus
1 2[a o b — b o a] (x) = — a(x) in  n

sin — dfl A"v dv

(4.3.4)

b{x) : = {a(x), b(x) }>ioyai •

Le crochet ainsi defini se reduit au crochet de Pois- 
son si Tun des deux facteurs est de degre inferieur 
ou egal ä 2. Par construction il satisfait Tegalite de 
Jacobi '.

La trace du produit d'operateurs se calcule facile- 
ment ä partir de (4.2.4) et (4.3.2)

= /  dr[a o b] (x) 
Tr (A B) = /  dr a (x) b (x). (4.3.5)

Le produit scalaire de Hilbert-Schmidt se calcule 
comme le produit scalaire des fonctions de carre 
sommable sur l'espace de phase.

4.4. Image de la matrice densite et quasi-probabilite 
sur l'espace de phase

L'isomorphisme de Weyl-Wigner nous conduit ä 
regarder les fonctions sur l'espace de phase comme 
des elements d'un espace fonctionnel. Dans cer- 
taines circonstances, la valeur d'une fonction sur 
l'espace de phase peut avoir un sens physique. C'est 
le cas pour l'image de la matrice densite.

Mettons en regard les proprietes de la matrice 
densite W avec Celles de son image w = <p(W)

W = W+ow {x) =w*(x), (a)
Tr W = lo f d r w ( x )  =1 , (b)

Tr W- = £2 ^  1 o  /  dr tf2 (x) = £2 ^  1, (c) (4.4.1)
(q \W \q ) ^ > 0 o f d npw(x) :> 0  V9, (d)
(p \W \p ) ^ 0 < > f d nqw(x) ;> 0  V  (e)

La condition (c) provient du fait que les valeurs 
propres de W sont plus petites ou egales ä 1. Les 
conditions (d) et (e) proviennent de la positivite 
de W. Les conditions (4.4.1) sont necessaires mais 
malheureusement pas süffisantes pour caracteriser 
une matrice densite. Ces conditions necessaires nous 
permettant tout de meme d'interpreter iv(x).

En mecanique quantique on interprete

{ q \W \q ) = !  (d «p/ (2 h )") w (x) (4.4.2)

comme la probability de trouver le systeme dans la 
configuration q. Cette grandeur est definie positive.

De meme
(p \W \p ) = f [d nq/ (2 71 h )n] w(x) (4.4.3)

est la probabilite de trouver le systeme avec l'impul- 
sion p. Cette grandeur est egalement definie positive. 
II est done naturel d'interpreter w(pq) comme une 
densite de quasi-probabilite sur l'espace de phase. 
II faut dire quasi-probabilite parce que w(x) peut 
etre negatif dans certains petits domaines de l'espace 
de phase. II faut noter ici l'unite de volume d'espace 
de phase (2 7t k )n = h" qui est bien celui de la theo- 
rie cinetique des gaz.

La quasi probability a certainement ete ecartee 
des considerations de biens des physiciens ä cause 
de la difficulte d'interpreter des «probabilites nega­
tives». Cette difficulte n'est en fait pas bien grave. 
La quasi-probabilite sert de base au calcul des prob­
abilites physiques ä l'aide d une integration sur 
une efficacite de detection. Les detecteurs physique- 
ment posibles sont tels que

Tr(D W) = f  d(x) w(x) d r> 0  . (4.4.4)

Le refus de considerer des probabilites negatives 
rappeile les difficultes historiques liees ä V o u  
ä l'acceptation d'une metrique indefinie en theorie 
des champs.

5. Automorphismes

5.1. Denition et formules generates

Dans plusieurs contextes differents on rencontre 
des applications lineaires entre Operateurs de l'espace 
de Hilbert

W-+ W' = AW B. (5.1.1)

Souvent et il s'agit alors d'automorphis-
mes. II est preferable d'en rester au cas le plus 
general de morphismes internes pour etablir les 
formules generales. L'application XFab etant lineaire, 
on obtient une application lineaire entre les images 
de W et W':

w' = (p (w') =<p(A W B)
= (p[{cp-i(a)){cp-i{w)){cp-i{b))}.

Ou bien explicitement ä partir de (4.2.1) et (4.2.3) 

w (x) = /  WAB(xx) w(x) dr' (5.1.2)

avec
WAB{xx) — Tr (U(x) A U(x) B ). (5.1.3)



xI 'AB{xx) est done un noyau integral qu'il faudra 
interpreter dans differentes circonstances. II est done 
utile d'etudier ses proprietes generales. On a:

XP  ab {x x ) = WDa (x x), (a)
Tr (A B )= f  T Ali (x x ) dr dr', (b)

[a o b] (a:) = /  WAB (x x ) dr', (c)
[ b o a ] ( x ) = f ¥ AB(x 'x )d r ', (d) (5.1.4)

T cabd(xx) = f  WCD(xx) WAB(xx) df,(e)
f  VAA-> (x x ) dr' = /  VAA> {x x ) dr = 1 . (f)

La propriete (a) decoule de (5.1.3) et de la cycli- 
cite de la trace. Les relations (b), (c) et (d) pro- 
viennent de (4.1.4e). Le relation (e) decoule de la 
definition (5.1.1) et les relations (f) sont conse­
quences de (c) et (d).

On peut exprimer XF AB a partir des images a et b 
des Operateurs A et B:
WAB (x x') = /  dt df a (x) b (x)

-T r[U (x )U (x )U (x )U (x )]. (5.1.5)
Cette expression peut etre simplifiee en utilisant 
(4.1.5d) et (2.8)
WAB(xx ')= 2*n(2 n h y

• f  df a (o (x + x ) +x) b (i (x + x') - x )  (5.1.6)
• exp{{2i/h) [ (x - x ')~  Ax]} .

II faut avertir le lecteur que le probleme inverse 
consistant ä trouver a et b ä partir de XP AB n"a pas 
toujours de solution. Par transformee de Fourier 
inverse, on trouve en effet

f \ ht I W + + x x + x - x \  a{x) b{x ) =  ̂ T ab ( ' 2 )

• exp{ (i/h) (x -  x ) ~ A x) df . (5.1.7)
Cette expression ne factorise que pour une certaine 
classe de fonctions W\

5.2. Transformations unitaires

On sait que les transformations unitaires jouent 
un role central en mecanique quantique par ce qu'el- 
les laissent regies de commutations et produit sca- 
laires invariants. A la transformation

JV' = SW S+, SS+ = 1 (5.2.1)
correspond le noyau integral

Tss+{xx) = T r (£/(*) S U (x) S+) . (5.2.2)
Par cyclicite de la trace, on montre en prenant 

le conjugue hermitien que w est reel
T ss+{x,x) = xy ss, (x ,x ). (5.2.3)

De plus
/  < iV ( « ')  dr = f  dr' = 1 . (5.2.4)

Cette condition assure la conservation de la prob­
ability comme dans les chaines de Markoff. Ici la 
situation est plus generale parce que 11/ss+{xx') n'est 
pas defini positif. Les memes remarques que Celles 
du § 4.4 s'appliquent ä qui est un noyau integral 
de transformation de quasi-probabilite.

L'unitarite peut etre exploitee ä l'aide de (5.1.4e) 
ce qui donne une propriete d'orthogonalite pour XF :

f  xI'ss+(xx) TssAxx) df
= Tu (xx) = (2 J ih )nd ( x - x ) .  (5.2.5)

II est utile souvent de considerer des transforma­
tions infinitesimales

S = l  + ik H , H = H \  (5.2.6)

Dans ce cas, ,i /ss+ se developpe au premier orde 
en /  sous la forme

Tss+(x x ) = T n + M ( x  x )  (5.2.7)

oü
K (xx') : = i ( V Hi - V t H)

= - iT r{ [U (x ),U (x ') ]H } . (5.2.8)

J-l(xx') a les proprietes suivantes:
H (xx') = H *(xx'), (a)
H (xx') = H (x 'xJ, (b) (5.2.9)

f J i ( x x )  d t=  fT i(x x )  d /  = 0 . (c)

5.3. Equation du mouvement

Le mouvement est regi par une transformation 
unitaire JJt qui satisfait l'equation de Schroedinger
(3.6)

dUt/dt=  -  (i/h) H U t . (5.3.1)

Si H est independant du temps, nous avons la so­
lution formelle

Ut = exp{ — (i/h) Ht}

l'image de cet automorphisme sera xIJutUt+ (xx') que 
nous noterons

ut (xx) = T r (£/(*) Ut U (x) Ut+) (5.3.2)

ut est reelle et preserve la norme. C'est la quasi- 
probabilite de passer d'un point de l'espace de phase 
ä un autre sous l'effet du mouvement. On peut cal- 
culer la derivee de ut relativement au temps ä partir 
de (5.3.1). Le resultat s'exprime ä partir des nota-



tions du paragraphe precedent
dutß t  = -  (1 /h) f7 i(x x ) ut (xx) d f . (5.3.3)

Ce resultat peut-etre utilise pour developper une 
theorie de la diffusion sur l'espace de phase 8' 9 ou 
toute autre theorie de perturbations.

Les images des relations dynamiques (3.8) et 
(3.9) s'obtiennent facilement:

u>t(x) = fu t (xx) wQ(x) d f , 
ot(x) = f a Q(x) ut (xx) df , (5.3.4) 

wt (x) = (1 jih ) [h o wt — wt o h] (x), 
ät{x) = (l/i h) [at o h — h o at~\ (x). (5.3.5)

II est interessant de calculer explicitement x" ä l'aide 
de (5.3.5) et (4.3.2). Le resultat est facile ä cal­
culer ä cause de l'apparition de fonctions <5 sous 
le signe integral:

Ü* = A*v d h ß x v. (5.3.6)

Ce resultat coincide formellement avec l'equation
(2.5).

5.4. Courant de probabilite

Dans le cadre de modeles, les physiciens sont sou- 
vent conduits ä utiliser des potentiels non locaux. On 
rencontre alors la difficulte de donner l'expression 
du courant de probabilite. Le but de ce paragraphe 
est de mieux delimiter la difficulte.

Dans le cadre d'une interpretation naturelle du 
courant de probabilite au point q de l'espace on 
pose
jk(q) = [ l/(2 jz h )n] f q k(qp) w{qp) d»p . (5.4.1) 

En tenant compte de (5.3.6), on tire 
jk(q)= T v(Jk W),
Jk{q) = / d f  U(x) ön{ q -q )  3h (x )ß p k . (5.4.2)

L'expression du courant depend explicitement de la 
fonction de Hamilton. Cette expression redonne bien 
la forme traditionelle du courant pour une particule 
non relativiste dans un champ magnetique plongee 
dans un potential local.

J  = J 0- \q ) (e /m c )  A ( q \ ,  (5.4.3)

J o = 2 ^ '  [ k ) ( V ( q |)  - ( V |q > )  (Q |] •

L'expression (5.4.2) nous permet de contröler l'equa­
tion de continuite. Introduisons l'operateur de la 
densite de probabilite au point q de l'espace:

D-q = \q ){ q \ d-q = d * (q -q ) . (5.4.4)

De pli

Q 1 (2 7i h)
dHP TJ l n U

oh(x)
jg = V ph dn.dp v

(5.4.5)
Calculons div) + d  dans l'espace de phase:

V« h  = V  PhX7qdq= -  V ph V® dg
dq = (l/i h ) [dq oh —ho dq]

= {dq , h}p = Wph V,/ dq . 
L'egalite entre le crochet de Moyal et le crochet de 
Poisson utilisee ci-dessus est vraie si et seulement 
si h est de degre entier inferieur ou egal ä 2. Dans 
ce cas, la probabilite habituelle satisfait l'equation 
de continuite avec l'operateur (5.4.2) pour exprimer 
le courant.

Dans le cas de potentiels non locaux, il faut re- 
noncer ä l'equation de continuity ou redefinir prob­
abilite et courant.

6. Grandeurs classiques conservees Hees 
ä certaines symetries discretes

II est habituel d'omettre Interpretation classique 
des nombres quantiques lies aux symetries discretes. 
Weyl 2 pensait meme que ces grandeurs n'ont pas 
d'analogue classique. II est done interessant de se 
pencher sur cette question.

Nous nous limiterons ä l'etude des transforma­
tions lineaires de l'espace de configuration qui sont 
racines de l'unite. (Parite, transposition de parti- 
cules, etc.) Ces symetries sont definies par des Ope­
rateurs dont les elements de matrices sont de la 
forme

( q \S \ q ) = d ( q - a q ) .  (6.1)

Oü a est une matrice orthogonale reelle de carre 
egal ä 1:

*2 = 1 .a a = a a = a- (6.2)

On calcule sans peine l'image de S par <p au 
moven des definitions (4.2.1) et (4.1.2)

s (x) = /d"u<5w( ( l - a )  q+  (1 + a) u/2)
•exp { ipu /h} . (6.3)

Pour calculer plus avant, il faut faire usage des 
conditions (6.2) qui precisent que les matrices

P±: = I  (1 + a) (6.4)
sont des projecteurs orthogonaux

PI = P ±,P:  = P ±, P + + P _ = I .  (6.5)



En introduisant cette notation
s(x) = f  dnu dn(2 P + q -P -u )e x p { ip u /h }  .

En vertu de l'orthogonalite des projecteurs, la fonc­
tion <5 ne contribue que si P + q et P _ u sont nuls 
separement. Appelons n ± les codimensions des sous 
espaces D + sur lesquels P± projettent:

n + + n _ = n , u ± = P ± u, (6.6)

s(:r) = dn+(2 P_ q) f  dnudn(P_ u)exp{ipu/h} 

= 2 g ) f^ p { ip u - /h } d ^ u ^  . (6.7)

Appliquons ce resultat ä la parite TJ. Dans ce cas
a = —1 , P + = 0 , P _ = l ,  n += n ,n _ = 0 ,  (6.8)

jz(x) = ( jih )nd^{q) 3W(p). (6.9)

Ce resultat tres simple s'interprete facilement:
La densite de quasi-probabilite de se trouver ä 

l'origine de l'espace de phase est une constante du 
mouvement pour les systemes invariants sous la pa- 
rite. L'analogue classique de la parite relativement 
ä un point est done la probability de trouver le sys­
teme en ce point avec limpulsion nulle. Seuls les 
points d'equilibre (stable ou instable) donnent lieu 
ä une probability constante.

Les valeurs propres de la parite valent + 1. Cela 
signifie que la repartition de quasi-probabilite doit 
satisfaire:

±  1 =Tr(77 W) = (1/2") w± (0). (6.10)

La donnee de la parite impose la valeur de la 
quasi-probabilite en un point de l'espace de phase. 
On comprend ici qu'il est necessaire d'admettre des 
valeurs negatives de w(x) dans certains petits do- 
maines de cet espace.

Appliquons maintenant le resultat (6.7) ä l'echange 
7712 de deux coordonnees

/oi o \ /n o  \ / l - l  o \

n + = 1, n_ = n  — l, 
n l2{ p q )= 2 n h d { q i-q > )  d(p i- p 2) . (6.11)

On peut interpreter (6.11) de fagon analogue ä 
(6.9). Si le systeme est symetrique vis ä vis de 
l'echange de coordonnees, alors l'hyperplan Pi = p2 , 
q1 — q2 est transforme en lui-meme par le mouve­
ment. La valeur de la quasi-probabilite integree sur 
cet hyper-plan doit valoir ± 1 s'il s'agit d'etats pro­
pres de cette permutation. Ce resultat eclaire encore

une fois la necessite d'admettre une quasi-probabi- 
lite que n'est pas definie positive, par exemple pour 
decrire des fermions.

Le signe de la quasi-probabilite doit etre mis en 
relation avec les integrales d'echanges. On concoit 
que des effets dynamiques importants peuvent ap- 
paraitre en relation avec la variation de l'energie 
potentielle en fonction de l'impulsion due ä la sy- 
metrie d'echange.

7. Section efficace et matrice S

L'expression de la section efficace ä partir de la 
matrice S est bien connue. En revanche je n'en con- 
nais pas de demonstration ä la fois simple et con- 
vaincante. Le formalisme independant du temps ne­
cessite des manipulations douteuses de carre de 
distributions alors que celui des paquets d'ondes est 
complique et n'apprend rien.

Grace au fait que le mouvement est libre dans la 
zone asvmptotique, nous pouvons utiliser des images 
classiques dans cette zone. Nous y utiliserons la 
notion de detecteur dans l'espace de phase comme 
tout experimentateur en possession d'un spectro- 
metre!

7.1. Definition de la matrice S

En theorie de la diffusion, il faut separer l'Hamil- 
tonien en deux parties: L'energie cinetique H et 
linteraction H( i) qui decroit suffisamment rapide- 
ment pour que les etats asymptotiques tendent forte- 
ment vers les etats gouvernes par H pour t —> i  oo.

H = H ^+ H W . (7.1.1)

On construit les Operateurs d'evolution suivants:
Ut° = exp{ -  (i/h) H® t ] ,  Ut = exp{ -  (i/h) H t} .

(7.1.2)

La matrice S est definie par la limite
5 =  \imUt0+U2tU r .  (7.1.3)

t-+oc
II convient d'assimiler la signification physique 

de l'expression precedente. Ut0+ fait reculer libre- 
ment le systeme jusqu'au temps — t, JĴ t fait avancer 
le systeme en presence d'interaction jusqu'au temps 
+ t et Ut0+ nous fait revenir au temps t = 0. La ma­
trice S compare done deux situations au meme in­
stant t = 0 qui evoluent sans interaction et dont l'une 
se situe avant et Lautre apres le choc. La matrice S 
est unitaire et commute avec



Pour tirer profit de l'intuition spatio-temporelle, 
considerons les automorphismes generes par Ut°, 
Ut et S dans 1'espace de phase et appliquons les 
resultats du paragraphe 5.

ut(xx ) = WUtUt-+(xx) =Tr(Ut U(x) Ut+U(x'))
(7.1.4)

est la quasi-probabilite de sauter du point x au 
point x sous 1'effet du mouvement durant un temps t.

Specifions maintenant notre probleme et con­
siderons la diffusion d une particule par un objet 
(par exemple un potentiel) fixe. Cette situation est 
aussi celle de la diffusion de deux corps regardee 
dans le centre de masse. Dans ce cas
/ / (°) = P2/2 m ,Ut° = exp{ — (i/h)P2t/2m } (7.1.5)

et
ut°(xx ) = { 2 n h )3d3i p - p ' )

• d3(q — q ' + p  t/m ). (7.1.6)

Ce resultat s'obtient sans difficulte par un calcul 
direct au moyen de la definition (4.1.2). II est par 
ailleurs naturel vu le fait que les groupes de Lie, 
generes par les fonctions quadratiques en p et q, 
sont isomorphes en mecanique classique et quan­
tique 10.

Finalement
s(x x ) :=  Tr(5£/(x) S+U{x)) (7.1.7)

represente la quasi-probabilite de passer, sous l'effet 
de l'interaction, d un point x de la trajectoire libre 
avant le choc, au point x' de la trajectoire libre 
apres le choc.

Le noyau integral s(xx') contient done toute l'in- 
formation concernant les mouvement libres avant et 
apres le choc, y compris les temps de delai düs ä 
l'interaction, ceci pour n'importe quelle situation 
initiale. II faut insister sur la richesse de l'informa- 
tion contenue dans la matrice S, information bien 
plus considerable que simplement la donnee d'une 
section effieace.

7.2. Calcul de la section efficace

Choisissons une situation initiale pour laquelle la 
particule incidente se propage en direction z avec un 
parametre d'impact b perpendiculaire ä l'axe z 
(Figure 1).

L'arrangement cible-detecteur definit un angle so­
lide dl? dans la direction duquel l'impulsion finale 
p f doit pointer. Ce detecteur n'enregistre pas le delai

Fig. 1. Trajectoire classique dans un processus de diffusion. 
Le mouvement est precise avant le choc par le parametre d'im­
pact b, apres le choc par un detecteur symbolise par Tangle 

solide dß.

du ä l'interaction. II n'est done pas sensible ä la 
position de la particule sur sa trajectoire. Vu les 
dimensions macroscopiques du systeme, il n'est pas 
sensible non plus au parametre d'impact final. La 
probabilite d'atteindre le detecteur doit done etre 
integree sur tout l'espace d3̂ f. La section efficace 
differentielle sera alors la somme des quasi-probabili- 
tes d'avoir l'impulsion finale adequate pour tous les 
parametres d'impact possibles.

( 2 L ) * \ d2bp{2dpidQd3g<
•s (p { q {,p i ,b  + e 3z). (7.2.1)

L'impulsion initiale est done parallele ä l'axe z. Le 
facteur normalise l'espace de phase final. Cette ex­
pression est exaete, finie et definie positive. En intro- 
duisant la definition (7.1.7) de 5 ä partir de la 
matrice S quantique et en remarquant que

f  d3qi U(xf) = (2 7ih)3 \ p f) {pt (7.2.2)

on obtient en negligeant la variation de l'element de 
matrice relativement ä Pf ä l'interieur du cone d£?:

da/d.Q = /  d 2b Pf2 d Pt ( p i \S U ( p i,b  + e 3z )S +\p[) .
(7.2.3)

L'integration sur d26 introduit un facteur d'espace 
de phase (2 n:h)2 et un projecteur sur l'impulsion 
transversale nulle. En utilisant la definition
dö/d.Q= (2 x h )2f p r  dptdu

•ex p { -izu /h }  ( (p i-u /2 ) e 3 \S+\p(). 
•(p{\S\ (pi + u/2) c 8> (7.2.4)

Cette formule est generale. La seule hypothese 
reellement faite est que le mouvement libre est uni­
forme, qu'il conserve p  et qu'il va en direction de p 
(masse positive).



On pose souvent:

(Pf IS I Pi)
= (p t \p i) - 2 n i d ( E - E ')  (p t | T | pt) (7.2.5) 
= (Pf I Vi) ~ 4 n  i m (Pi2 -  pf2) (p f \T \p i)  
= (P t\P i) -2 j i i (m lp )  d(p i-p t)  (Pf | T | pi).

Sous cette forme, j'ai utilise la relation cinetique 
non relativiste E — p2/2 m. Si Pf n'est pas parallele 
ä P i, le terme (p, p f) ne contribue pas. II reste 
alors

la/d-Q = (2 ?i)4 fe m2 /  du dpf | (p f | T | p 4) |2exp{ -  £ z u/h) 
'ö ( P t - P i -  u/2) & (Pf -P i  + u/2).

L'integration est immediate et supprime la depen- 
dance artificielle du point de depart z.

do/dD = (2 7i)*h2 m2 |(p f | 711 P ;)|2. (7.2.6)

C'est bien le resultat traditionnel.

probleme de la diagonalisation des Operateurs de- 
vient artificielle sur l'espace de phase. C'est une dif- 
ficulte du meme type qui intervient dans la carac- 
terisation de la matrice densite ou dans Celle du 
noyau integral ip(xx).

Neanmoins, en plus des approximations classiques 
que nous n'avons pas touchees ici, la puissance 
evocatrice du deroulement des processus physique 
dans l'espace de phase, peut etre utilisee pleinement, 
ä Taide de Tisomorphisme de Weyl et Wigner. L'ap­
plication ä la theorie de la diffusion parait parti- 
culierement fructueuse par le fait que les dynami- 
ques quantique et classique sont isomorphes pour 
les particules libres, c'est-a-dire dans le domaine 
asvmptotique. La formule de la section efficace ob- 
tenue ici dans ce formalisme est un exemple de cette 
fecondite.

8. Conclusions

Le calcul quantique complet sur l'espace de phase 
est certainement possible mais se heurte ä la diffi- 
culte de la definition compliquee du produit. Le
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